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1 Rappels

Dans cette partie, nous rappelons les principaux résultats mathématiques que
nous utiliserons dans ce cours. Il s’agit essentiellement de rappels d’analyse
fonctionnelle.



1.1 Espaces de Hilbert

Ces espaces interviennent dans de nombreux domaines mathématiques et
physiques, leur représentant le plus célebre étant I'espace L?(IR)).

Définition 1.1
Un espace préhilbertien est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire
< f,g >. C’est un espace vectoriel normé avec la norme associée au produit

scalaire : [|f]| = V< f, [ >.

Exemples: IR™, €™, C°([0, 1]) 'espace des fonctions & valeurs dans € continues
sur [0, 1] muni du produit scalaire:

1
< fg>= [ J@)gla) da.
Définition 1.2

H est un espace Hilbertien si c¢’est un espace préhilbertien complet ! pour la
norme associée.

On s’interessera pour notre part aux espaces hilbertiens séparables, dont une
propriété fondamentale est qu’ils admettent des bases orthonormales.

Définition 1.3
On appelle base hilbertienne de H, la famille {¢, } ey d’éléments de H tels
que:

a) vect{¢,, n € IN} est dense dans H.
b) < ¢n7 ¢m >= 5n,m-

Nous utiliserons tres souvent les espaces de Hilbert séparables suivant:
Si € est un ouvert de IR™:

— L*(Q) = {f telles que [, |f]* < 400} muni du produit scalaire:
< f.9>= | f@)g(e)da

- HY(Q) = {f € L*(Q) / a% € L*(Q) i = 1,..,n} muni du produit
scalaire: 5F To
Y P J 0g
<f’g>_/9fg+iz:1/96mi8xi

est appelé espace de Sobolev d’ordre 1.

- Hy(Q) ={f e HY(Q) / fi. =0} ou I représente le bord de .

LH complet ssi toute suite de Cauchy de H converge dans H



- Hy,(10,2n]) = {f € H'(j0,27]) / Yk € IV f(0) = ) (27)}

per

Par exemple, les fonctions {¢x(x) = €** k € Z} forment une base hilberti-

enne de L2,,.(]0, 27[) pour le produit scalaire

< fg>= ;ﬂ/jﬂ f(x)g(z)dx

Les résultats suivant seront utilisés dans la suite du cours.

Inégalitées
Soit H un espace de Hilbert, alors:

| <frg>[<flalgla  (Cauchy — Schwarz).

If +9lle < flla+llgla (Minkowski).

Formule de Green
Soit Q un ouvert borné de fontiere I' C'* par morceaux.

Soit u € H*(Q) et v € H(Q), alors :

—/Auv:/ﬁu.ﬁv—/al_{vda
0 0 r Ov
ou

ou o5 = VYu.v avec ¥ le vecteur normal a la frontiere T'.

Semi-norme
Pour une fonction de H™(£2) on défini la semi-norme |v|,, o par:

pa= X [ D)
|a)]=m

Par exemple:
v ov
2, = —* + | = dzdy.



2 Meéthode variationnelle

Théoreme de Lax-Milgram
Soit H un espace de Hilbert, u et v deux éléments de H.
Soit a(u,v) une forme bi-linéaire :

a) continue : il existe une constante c telle que

V(u,v) € H, |a(u,v)| < c lulla [[v]la

b) coercive : il existe un réel a > 0 tel que

Yo e H, a(v,v)>a vl

Soit L(.) une forme linéaire continue : il existe une constante ¢ telle que
Yoe H, |L(v)| <c|v|u,

alors

le probleme variationnel : trouver u € H tel que
Yo e H, a(u,v)= L(v)

admet une solution unique u* € H.
De plus 'application de qui a L fait correspondre u* est continue de H' dans
H.

Méthode de Galerkin

Soit H un espace de Hilbert, a(.,.) une forme bilinéaire sur H et L(.) une
forme linéaire. On suppose que les hypotheses du théoreme de Lax-Milgram
sont satisfaites. La méthode de Galerkin consiste a chercher une solution
approchée u, € Vj, du probleme

Yo, € Vi, a(“hy”h) = L(Uh)’

ou V}, est un sous-espace de H de dimension finie.
uy, existe et est unique et est appelée 'approximation de Galerkin de w.

Lemme de Céa
Ce résultat permet de controller I'erreur entre la solution du probleme vari-
ationnel u et son approximation de Galerkin uy:

C
_ < Z _
|u — unllg < - ig'&l”u Onll



ou ¢ et o sont les constantes de continuité et de coercivité de la forme
bilinéaire af(.,.).

Convergence et ordre de la méthode de Galerkin
On dira que la méthode est convergente si

lim flu — [z =0
et d’ordre s si
3C independante de h telle que ||u —up||lg < C h°.

(C' peut dépendre de u.)

Théoreme de convergence de approximation interne
Si il existe un sous-espace W dense dans H et une application r, : W — V),
telle que

Yoe W }lblil[l) v —=rp(v)||g =0

alors
lim flu =g = 0.

3 Méthode des éléments finis

Cette méthode consiste en la construction d'un espace d’approximation V},
particulier, puis au calcul de I'approximation u; de u dans cet espace.

Triangulation d’un ouvert a bord polygonal
Soit Q un ouvert borné de IR? & bord polygonal. On dira que 7, est une
triangulation admissible de €2 formée de triangles K si:

1) UKEThK - Q
2) si K et K, sont distincts:

— soit KlﬂKQ :Q)
— soit K1 N K5 est un sommet

— soit K1 N K5 est un coté

Définition d’un élément fini
Le triplet (K, P,3) ou

— K est un sous-espace fermé de IR?, d’intérieur non-vide.



— P est un espace vectoriel de dimension finie de fonctions définies sur
K,

— X est un ensemble de formes linéaires, ¥ = {0y, 09, ..., 0,.} définies sur
P et appelées degrés de liberté

est un élément fini si il vérifie la propriété d’unisolvance, ¢’est-a-dire:
1) dimP = cardX
2)sipe P, alorsVi=1,..,r oip)=0<=p=0

De 1) et 2), on montre qu'il existe r fonctions {p;, ¢ = 1, ..,7} € P, linéairement
indépendantes, telles que

aj(pl):@ i,jzl,..,T.

Les fonctions p; sont appelées les fonctions de base de I’élément fini (K, P, Y).

Interpolée sur un élément fini
Soit v une fonction continue. On appelle 7v sa P interpolée relativement a
K T'unique élément de P tel que

oi(mv) =o;(v) Vi=1,.,r

L’expression de 7o est alors:

T

T => o;(v) pi,

i=1

ou les p; sont les éléments de base de (K, P,X).

Eléments finis affinement équivalents
Les éléments finis (K, P, %) et (K, P,Y) sont dit affinement équivalents ssi
il existe une application affine inversible F': IR" — IR" telle que:

~

1) K = F(K)
2) P={poF~', Vpe P}
3) X ={oy, i=1,..,1} et 3 = {di, i =1,..,r} telles que

Uz(p):d—l(poF)? Z.Zl,-.,'/“, vaP



(K, P, ﬁ]) sera alors appelé I’élement de référence.

Théoreme: bases des Eléments finis affinement équivalents
Soit (K, P, X) et (K P, f]) deux EF affinement équivalents, alors:

lensemble {p;, i = 1,..,1} est une base de P associée a (K, P,Y) si et seule-
ment si {p;, i =1,..,r} est une base de P associée a (K, 15,2) avec

pi=piol (pi =pio F).

Définition de ’espace d’approximation V}
Soit P;(K) I'ensemble des polynomes de degré 1 pour chacune des variables
sur K. On prend alors comme espace d’approximation

Vi, = {v € C°(Q) telles que VK € 7, vx = Pi(K)}.

(on se restreint ici aux éléments finis dits P; pour simplifier ’exposé).

Théoreme: base de ’espace d’approximation V},
Soit V}, I'espace définit précédemment.
Soit {.S;, i =1, .., L} les sommets des triangles de 7, alors

De plus, les fonctions {¢;, i =1,.., L} de V}, telles que
gbZ(Sj) :51']' Z,j: 1,..,L

forment une base de V},.

Interpolée sur V),
Soit v une fonction continue sur €2, on défini son interpolée sur V}, par:

Ih(U) = ZU(SZ) (bz

i=1

Calcul sur I’élément de référence
Soit (K, P,X) et (K, P,Y) deux EF affinement équivalents et F' 'application

affine qui les relie:
Y ) Y

7



ou M est une matrice 2 x 2 et N un vecteur.
Soit (p;); et (p;); les éléments de base de K et K, alors:

/pi p; dzdy = |detM]/A pi by didy Vi,j=1,.,r
K K

/ Vpi.Vp; dedy = |det M| / (MY (M~Y)Vp, didj
K K

Théoreme de convergence de l’interpolation locale

Soit (K, P,¥) un EF de Lagrange d’ordre r affinement équivalent a (K, P, ).
Alors il existe une constante C' ne dépendant que de (K . P, i) telle que pour
tout entier 0 < m < r + 1 on ait:

hr+1

Vv € HY(K) v — TV < C me V41,55
K

avec hy le diametre du cercle circonscrit a K et pg le diametre du cercle
inscrit dans K.

Théoreme de convergence de ’interpolation globale
Une triangulation de €2 est dite réguliere si il existe un nombre o tel que
VK o = % <o.

Dans ce cas, il existe une constante C' ne dépendant que de (K, p, f]) et de
o telle que pour m =0 ou m = 1:

~

Yv € H”“(Q) v — I(V)|ma < C pri-m [V]r41.0-

Théoreme de convergence des Eléments Finis de La-
grange

Si pour tout A la triangulation de €2 composée d’éléments finis de Lagrange
d’ordre 7 est régulicre, si la solution du probleme variationnel v € H™1(Q)
et si uy, est la solution approchée obtenue par la méthode des EF, alors

lu —upllio < C A" |ulri1.0,

ou C' est une constante indépendante de h.



