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Déroulement du module MAT-1

Le module de MAT-1 se compose de deux parties :
Mathématiques Fondamentales et Analyse Numérique.

1) Partie Mathématiques Fondamentales :

- Analyse Complexe : 2 séances + 1 TD G. Chiavassa
- Mesure et Intégration: 2 séances + 1 TD T. Le Gouic
- Transformée de Fourier: 1 séance + 1 TD M. Tournus
- Calcul différentiel 1 séance + 1 TD G. Chiavassa
-Espaces de Hilbert: 1 séance +1TD J. Liandrat

Intervenants :

Cours: Guillaume Chiavassa, Thibaut Le Gouic, Jacques Liandrat,
Magali Tournus
TD: GC, Muriel Roche, Frédéric Schwander, MT

Evaluation :
QCM lors du TD 5 (30 minutes) sans document (5 pts)
Examen final de 1h30 : une feuille A4 manuscrite (15 pts)

2) Partie Analyse numérique
7 cours, 4 TD, 3 TP

Evaluation :
QCM sans document (5pts)
Examen final de 1h30 : une feuille A4 manuscrite (15 pts)

Intervenants :

Cours: Jacques Liandrat

TD: Guillaume Chiavassa, Jacques Liandrat, Jean-Marie Rossi,
Frédéric Schwander, Magali Tournus

Note finale du module MAT1:

=» moyenne des notes de math fondamentales et d’analyse numérique
= Validation si > 10



Chapitre 1

Analyse Complexe

L’objectif de cette partie du cours est I’étude des fonctions de variable complexe
z € C'. Nous verrons que ces fonctions possedent des propriétés tres particulieres
qui n’existaient pas pour les fonctions de la variable réelle.

Le champ d’application de cette théorie est immense tant en mathématique
(calcul d’intégrales, transformées de Fourier,...) qu’en physique (transformations
conformes, transformée de Laplace,...).

Ce document regroupe les résultats principaux qui seront présentés, commentés
et éventuellement démontrés en cours.

Notations
Variable complexe : 2 =z +iy (z,y) € IR
Q : un ouvert de IR%.
La fonction f d’une variable complexe peut s’écrire de 3 fagons différentes :
a) f: 2eQClC — f(z) el
b) f:(z,y) €QC IR — f(z+iy) el
c) [:(z,y) €QC IR — R(z,y) +1i I(z,y)
avec R(x,y) = Re(f) et I(z,y) = Im(f).

Définition 1
On appelle fonction holomorphe toute fonction f vérifiant I'une des trois pro-
priétés équivalentes suivantes :
1)
52) —
vie qim JEFID = TE)

Jim 5 = f'(2) finie

et telle que application z — f’(2) soit continue sur €Q.
(f" est appelée dérivée de f).



2) f(z,y) = f(z +1iy) est de classe C*(Q) et

of . of

3) f(z,y) = R(x,y) +i I(z,y) est de classe C'(Q) avec

on_ot . or_ ol
oxr Oy oy Oz

(Conditions de Cauchy-Riemann).

Remarques :
— On note H(2) 'ensemble des fonctions holomorphes sur €.
~ Si f,ge HQ) alors f+g, fg, f/g (g # 0 sur ) sont holomorphes et de
dérivées f' +¢', f'g+ fg', (f'g— fd')/ 9>
— f(2) = az, a €, est holomorphe sur €' et f'(z)
f(z) = 2", n € IN* est holomorphe et f'(z) = nz
si fe H(Q) alors f(z) € H(Q) (n € IN) et sa dérivée est nf" 1 (2)f'(2).

Qa.
1

3

On va s’intéresser par la suite a l'intégration des fonctions holomorphes sur
des chemins, ce qui permettra d’établir des propriétés trés puissantes. Nous
avons besoin pour cela de quelques définitions et résultats concernant les formes
différentielles.

Définition 2
On appelle chemin de classe C* dans Q I'application v définie par :

t € [a,b] — (1) = (2(1),y(1)) € Q
ou x(t) et y(t) sont des applications de classe C'([a, b]).

v(a) est l'origine et v(b) 'extrémité.
Si v(a) = 7(b) c’est un chemin fermé ou lacet.



Forme différentielle et intégrale sur un chemin
Soit w la forme différentielle sur 2 définie par :

w:) — T
(z,y) — w=P(z,y)dz+ Q(z,y)dy

avec P et () des fonctions continues a valeurs dans C'.

L’intégrale de w sur le chemin de classe C! est donnée par la formule :

[o=] (P (alt), y(0) (1) + Q (a(t), y(0)) (1)) .

Théoreme de Green-Riemann
Sous les hypotheses suivantes :
— Q ouvert de IR?,
— w = Pdx + Qdy une forme différentielle de classe C*(2) (P et @ sont C'),
— K un compact "simple” de Q et 4T le bord de K orienté dans le sens
positif,
la formule de Green-Riemann est donnée par :

/7+w://[(<8822—%];>d$dy

A partir des définitions et propriétés précédentes, nous pouvons établir aisément
les deux résultats principaux de cette partie :

Théoreme de Cauchy
Soit © un ouvert de IR? et K un compact de €.

Soit v le bord de K orienté convenablement.
Si f € H(Q) alors

Lf(z)dz =0.




Formule intégrale de Cauchy

Soit f € H(Q).

Soit K compact de €2 et 7 son bord orienté convenablement, alors pour tout z
appartenant a l'intérieur de K :

f(z)zQ;TLgfidg

La deuxieme partie de cours consiste en ’étude des propriétés des fonctions
qui sont holomorphes sauf en un nombre fini de points. Ceci nous permettra
d’établir le théoreme des résidus qui est un des résultats fondamentaux de ’ana-
lyse complexe.

Définition 3
La fonction f : Q — € est dite analytique au point 2z, € € si il existe un réel
p(z,) > 0 et une suite de nombres complexes a,(zy) tels que :

f(z) = ioan(zo) (z — 2z0)" pour |z — 2] < p(2,)

n=0

f est analytique dans €2 si elle I'est en tout point de €.

Le théoreme suivant donne l’équivalence entre fonctions holomorphes et analy-
tiques.

Théoréme
Soit €2 un ouvert de €', alors

f € H(Q) < f est analytique dans €.

Les coefficients du développement de Taylor de f au point zq vérifient

f"(z0) _ 1/ f©)
n! n 27 Ct(z0,r) (5 — Zo)n+1

an(20) =

pour tout r > 0 tel que D(z,r) C €.



Quelques conséquences du théoréme précédent
a) Si f € H(Q) alors f® € H(Q), Vn € IN.

b) Théoréme de Liouville : Soit f une fonction holomorphe dans tout le
plan complexe (€ H(C')); si f est bornée, alors f est une fonction constante.

¢) Théoréme de d’Alembert : Tout polyndéme non constant admet au
moins une racine dans €'

d) Soit f € H(U), ou U est un ouvert connexe par arc. Si il existe un point
2 € U tel que f™(z) =0, Vn € IN, alors f = 0 dans U.

e) Propriété de la moyenne : Soit f € H(f2), z9p € Q et r > 0 tel que

D(zg,7) C Q, alors

F(z0) = ;ﬂ /0% Flz0 + rei®)do.

Nous nous intéressons maintenant aux fonctions qui sont holomorphes, sauf
en certain points.

Développement en série de Laurent
Soit f holomorphe dans le disque pointé D(zy,r) = {2/ 0 < |z — 2| < r}. Pour

tout z € D(z,7) :
+o0

f(z) = an(20) (z = 2)"

n=—oo

avec

an(20) =

1 f(€)
2im /c+<zO7p> (& — zO)”“d5

ou p vérifie seulement 0 < p < r.



Classification des singularités isolées

— Points singuliers apparents :
2o est un point singulier apparent de f si les coefficients du développement
en série de Laurent au voisinage de z; sont tous nuls pour n < 0.

— Les pales :
zo est un pole de f si il existe un nombre fini d’entiers n < 0 tels que les
coefficients du D. Laurent soient non nuls :

“+00

f(z) = Z an (z — 2p)"

n=-—p

Dans ce cas zg est appelé pole d’ordre p de f.

— Points singuliers essentiels :
zo est un point singulier essentiel de f si il existe une infinité d’entiers
n < 0 tels que les coefficients du D. Laurent soient non nuls.

Définition 4 _
Soit zg un point singulier isolé de f une fonction holomorphe sur D(zg, ).
On appelle résidu de f en 2y le coefficient a_; du D. Laurent de f en zj :

Res(f,2z0) =a_1 = — /O+(zo ” f(€) d§

Théoreme des résidus

Soit €2 un ouvert de .

Soit f une fonction holomorphe dans €2 saufen un nombre fini de points singuliers
isolés {z1, 29, ..., 2N }

Soit K un compact inclus dans €2 tel que les points {z; i = 1,.., N} appartiennent
a l'intérieur de K.

Soit v le bord de K orienté convenablement, alors

/f(z) dz = QiWiV:Res(f, 2i)




Ce théoreme permet le calcul de tres nombreuses intégrales réelles comme
nous le verrons dans les exemples. Il faut pour cela savoir calculer les résidus.

Quelques regles de calcul de résidus
Les propositions suivantes permettent de calculer les résidus dans des cas bien
particuliers. Dans le cas général il faudra bien souvent revenir au calcul du
développement de Laurent.
— Si f a un pdle simple (d’ordre 1) en zy et si g est holomorphe autour de
20 -

Res(fg,20) = g(z0)Res(f, z0).

— Si f a un pdle simple en zj :

Res(f, 20) = [(z = 20) f(2)] (20)-

— Si f et g sont holomorphes au voisinage de zy avec f(zy) # 0 et zy un zéro
d’ordre 1 de g, alors zy est un pole simple de f/g et

f(Zo)
9'(z0)

RGS(f/g, ZO) =

— Poles d’ordre supérieur a 1
Si f a un pole d’ordre m > 2 en zj :

1 dmfl

Res(f> 20) = (m—1)! |dzm-t ((z = 20)"f(2))]| (20).
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Exemples de calcul d’intégrales par la méthode des résidus

Les regles présentées ici permettent de calculer quelques cas particuliers d’intégrales
en utilisant le théoreme des résidus.
Elles renseignent sur le choix de la fonction complexe et du chemin a utiliser pour
certaines classes d’intégrales réelles.

I Intégrales de la forme :

/+oo R(z) dx

—00

ou R est une fraction rationnelle n’ayant pas de pole réel.

Meéthode :
On integre la fonction R(z) sur le lacet suivant :

y

on applique le théoréme des résidus a R(z) et on fait tendre r vers +oc.

IT Intégrales de la forme :

2m
/ R(cos6,sin @) db
0

ou R(z,y) est une fraction rationnelle n’ayant pas de pole sur le cercle C(0,1).

M¢éthode :
On pose z =€, 6 € [0,27], ce qui donne
1 1 1 1
0=— =) et sinf=—(z—~
oS 2(2 + z) et sind = (2 z)

9



On integre alors la fonction :

sur le cercle C*(0,1), intégrale que 'on calcule en appliquant le théoreme des
résidus.

III Intégrales de la forme :

/0+Oo R(z) In(z) dx

ol R est une fraction rationnelle n’ayant pas de pole sur le demi-axe réel positif.

Méthode :
On choisit la détermination du logarithme complexe correspondant a la coupure
C\ IR, , puis on intégre la fonction

f(2) = R(z)(Logz)”

sur le chemin suivant :

On applique alors le théoréeme des résidus, puis on fait tendre r vers +oo et d
vers 0.

10



IV Intégrales de la forme :

+o0o
/ R(z) dx O<axl
0

xo&

ou R est une fraction rationnelle n’ayant pas de pole sur le demi-axe réel positif.

M¢éthode :
On choisit la détermination de la puissance correspondant & la coupure €'\ IR,
puis on integre la fonction

sur le méme chemin que pour l'intégrale précédente.
On applique alors le théoreme des résidus, puis on fait tendre r vers +oo et d
vers 0.

11



Exercices de base - Analyse complexe

Exercice. Ecrire

/e‘”de, zel
r

sur le contour I' suivant :

Exercice. Montrez que

lim [ de 0
im =
R=>+00 Jyp (22 4+ 1)2(22+4)

avec ygp = Re?, 0 € [0,7/4].

Exercice. Calculer les résidus suivants :

1
Res(m,O) (rep.: 1/8).
Res((z P 1),1') (rep.: (1 —2i)/10).
Res( ! ,1) (rep.: —1/125).

-1 +4)
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ECM 1A

Mathématiques 1
Feuille de travaux dirigés - Analyse Complexe

Exercice 1 :

Démontrer le théoréeme de Liouville :

Soit f une fonction holomorphe dans tout le plan compleze; si f est bornée, alors
f est une fonction constante.

Utiliser ce résultat pour démontrer le théoréeme de d’Alembert :
Tout polynome non constant admet au moins une racine dans C'.

Exercice 2 :
Montrer en utilisant le théoreme des résidus que :

/2# de B 51
o (5—3sinf)2 32

Exercice 3 :
En intégrant la fonction f(z) = e~ sur le chemin suivant :

y

montrer que

+oo +oo 1
/ cos(z?) dx = / sin(2?) dr = \/?
0 0 2V 2

(Intégrales de Fresnel)

13



Exercices supplémentaires

Exercice. En appliquant le théoréme des résidus, montrer que

2r cos 36 T
—— df = —
0o H—4cosf 12’

/+oo dx B z
oo (22 1)2(224+4) 9’

/+°° dzx B 21

oo x6+1 37
too rsinx 1
= me * > 0).
/0 22+ a? v 27re (a )

+oo 2 . 2
/ efwx 67217r/\xd$ — 677r)\ )

Indication : on utilisera le résultat de [’exercice 0.1 et on fera tendre A vers +o0
pour \ firé.

Exercice sur les logarithmes

Cet exercice ne sera pas traité en TD. Il introduit la notion de logarithme compleze
et par la suite de puissance d’un nombre complexe. La connaissance de ses deux
notions n’est pas requise pour [’examen.

On définit 'exponentielle d’'un nombre complexe a partir de la série entiere :

1) Démontrer les propriétés suivantes :

a) (e7)' =

b) etz — 621622

c) si z =x + iy, alors €* = e”(cosy + isiny)

d) la fonction z — €* est périodique de période 2im ( < €™ = 1).

14



2) Pour w € €"* donné, résoudre ’équation e* = w.

3) On appelle détermination principale du logarithme dans €'\ IR_ la fonction
Log(z) = In|z| 4+ ¢ Arg(2)
ou Arg(z) € | — m; 7.

Log(

Vérifier que e %) = z pour tout z € C'\IR_ et que Log(e*) = z pour tout z tel

que |Im(z)| < 7.

On peut montrer que la fonction Log est holomorphe dans €'\ IR_ et que Log'(z) =
1/z.

4) Montrer que

too In(z) _ 2
/0 DGy =1/ 2

5) Une fois une détermination du logarithme choisie, on peut définir la détermination
correspondante de la puissance a-ieme d’un nombre complexe par :

2¥ — eaLOg(z) )

La fonction z — z® est holomorphe dans le domaine considéré (par exemple

C\IR_).

Exercices supplémentaires sur les logarithmes
Montrer que

+oo  Inx wlna
= 0
/0 22 + a? v 2a (a>0)
+oo a o _
/ v dr = M —-l<axl
o (r+1)(z+2) sin(ma)

15



Chapitre 2

Notions de calcul différentiel

Dans cette partie nous étudierons les outils de base du calcul différentiel,
permettant de généraliser la notion de dérivée pour les fonctions de plusieurs va-
riables. Nous terminerons par des théoremes permettant d’étudier les extrema de
fonctions de IR™ dans IR. Le calcul différentiel intervient dans tous les domaines
de la physique, des mathématiques et de I’économie en particulier : équations aux
dérivées partielles, minimisation d’énergie, optimisation, etc...

Nous nous placerons uniquement en dimension finie dans ce cours. L’objectif
est d’étudier la continuité et I’équivalent de la dérivabilité pour les fonctions
définies par :

{f:UClRP sV C IR 21)

(1, ..y xp)  — (filzr, oy xp), o, [y, oy 2p))

ou U et V sont deux ouverts et p, ¢ deux entiers. On notera également (ey, ..., €,)
(resp. (e, ..., €q)) la base canonique de IRP (resp. de IR?).

2.1 Rappels et définitions

Les fonctions {f;, i = 1,...,q} définies par (2.1) sont appelées applications
coordonnées.

On peut définir également les applications partielles de f.
Définition 1 : f admet p applications partielles en a € U (a = (aq,...,a,)),

notées f,; pour j = 1,..., p définies par

16



(2.2)

fa; V() CIR — V C IR
te V(O) — f(CLl, sy A1, Q5 + t,aj+1, ...,ap)

Continuité et dérivabilité de f

Casp=q=1

f est une fonction de IR dans IR, on ne reviendra pas sur la définition de sa
continuité en a, et on définit sa dérivabilité a partir du taux d’accroissement. f
est dérivable en a si la limite du taux f’(a) définie par

fla+h) = f(a)

lim 7 = f'(a)

h—0

existe et est finie.
De fagon équivalente on peut 1’énoncer sous forme d’un développement limité :

fla+h) = f(a) +h f'(a)+ |h] r(h)
avec limr(h) = 0.

h—0

Casp=1,4g>0

x — (fi(x), ..., fy(2)) (23)

Continuité en a € IR <= les applications coordonnées sont continues en a.
Dérivabilité en a € IR <= les applications coordonnées sont dérivables en a.

{ﬁUCR—%VCRq

Cas général

Définition 2 : f continue en a € IRP? <= toutes ses applications coordonnées
f; sont continues en a.

Définition 3 : f continue en a € IR? = toutes ses applications partielles f, ;
sont continues en a.

17



Attention, la réciproque est fausse. Exemple la fonction de IR*> — IR définie par

s si (x,y) # (0.0)

0 si (x,y) = (0,0). 24)

f(x,y)z{

Définition 4 : f admet une dérivée suivant le vecteur v en a si

fla+hv) — f(a)

existe.
he R—0 h

On la note alors D, f(a). C’est un vecteur de IR?.

Cas particulier : si v = e; un vecteur de la base alors D, f(a) = %(a).
J
Cette définition n’est pas satisfaitsante pour définir la dérivabilité de f. En
effet, l'existence de D, f(a) pour tout vecteur v € IRP n’assure pas la continuité
de f en a contrairement au cas classique p = ¢ = 1. C’est le cas par exemple pour
la fonction :

B x;’y; si (x,y) # (0,0)
fla,y) = {0 " si (z,y) = (0,0).

(2.5)

On va alors utiliser I’approche développement limité plutot que celle basée sur le
taux de variation et introduire la notion de différentielle de f.

Définition 5 : la fonction f : U C IRP — IR? est différentiable si et seulement
si il existe une application linéaire L € L(IRP, IR?) telle que

fla+h) = f(a)+ L(h) + o([|])-

On utilise généralement les notations suivantes : L = df,, L(h) = df,(h) = df,.h.
Cette définition coincide avec le développement pour le cas p = ¢ = 1 avec

df, = f'(a) et dfo = hf'(a).

Propriétés :
1. si f est différentiable au point a alors elle est continue au point a.

2. df, est unique.

Exemples :

18



si f est linéaire alors df, = f.

si f est affine, f(X) = ¢(X) + b (avec ¢ linéaire), alors df, = ¢.
si f est constante alors df, = 0.

sip=1, ¢ >0 alors df, = f'(a) = (fi(a), ..., f;(a))t

Ll

On obtient également les relations suivantes avec les dérivées suivant un vecteur
et les applications coordonnées :
- Si f est différentiable en a alors f admet en a des dérivées suivant tout
vecteur v et

D, f(a) = df,.v

- f différentiable au point a <= toutes ses applications coordonnées sont
différentiables en a et

dfoh = (dfiah, ... dfya.h)

Matrice jacobienne

La différentielle df, étant une application linéaire de IRP dans IR?, elle peut étre
représentée dans leurs bases canoniques respectives par une matrice ¢ lignes et
p colonnes, la colonne j correspondant aux composantes de df,(e;) sur la base
canonique de IR?.

D’aprés les définitions précédentes :

dfa,l-ej DEjfl(a’) %(G)
dfa(ej) = dfa-ej = = =
dfa,q'ej Dej fQ<a) ngj(a)
soit Oh(g) ... 20(g)
Oz Oxp
df, = : . :
g(a) - G(a)

qui est la matrice jacobienne de f en a souvent notée MJ f(a).
Le calcul de df,(h) = df,.h peut alors s’écrire comme un produit matrice-vecteur :

df,.h = MJf(a) x h

avec h = (hy, ..., hy)".

19



Dans le cas particulier ou ¢ = 1, donc d’une fonction de IRP dans IR, on a

dfh =3 hy gj(a) —< gradf(a), h >
i=1 g

avec gr_aglf(a) = (%(a), . (%;(a))t.

Différentielle composée : soit f: U CIRPF -V CIRYet g:V C IR? — IR"
telles que f est différentiable en a € U et g differentiable en f(a) € V alors gof
est différentiable en a et

d(gof)a = dgsa)o dfa.

On peut aussi I’écrire matriciellement avec les jacobiennes :

MJ(gof)(a) = MJg(f(a)) x MJf(a).

Exemple : calcul de dérivées partielles en polaire.

Différentielle d’une application réciproque : soit f une bijection de U C
IRP — V C IRY telle que f soit différentiable en a et f~' différentiable en f(a)
alors

df f(i) = (dfa)™ et necessairement p = q.

Matriciellement on a alors MJf~' = (MJf)~' impliquant entre autre

1
det(MJf™) = LT )

Applications de classe C*
Définition 6 f:U C IR? — V C IR? est de classe C*(U) si sa différentielle

(2.6)

df : U — L(IR?, IR?)
a — df,

est continue.

On a également le résultat suivant :

20



f:UCIR? -V C IR? est de classe C'(U) <= ses dérivées partielles existent
et sont continues.

Differentielle seconde
On suppose ici que f est de classe C*(U), df est donc continue. f est alors deux
fois différentiable sur U si df est différentiable, et ’'on pose

d*f, = d(df,).

On peut alors montrer le résultat suivant :

d*f, est une application bilinéaire, symétrique de IRP x IRP — IRY.

Corollaire (Théoréeme de Schwarz) : Si les dérivées partielles secondes de f
existent et sont continues en a alors

o (0f o (0f
o) @ = (52 ) @
Oxy, \ Ox; Ox; \ Oz,
La différentielle seconde d’une application de IRP — IR (¢ = 1) de classe C? est
représentée par la matrice Hessienne H f,, :

*f 2%f 2%f
Biz%(a) 0x1012 (a) T 0x10xp <a’)
(92f 82f .
Hf, = w207 (a) aT;%(a)
82f. : . a2f.
2L (a) e - Zha)

et
dea.(h, k) =ht Hf, k

avec (h,k) € IRP x IRP.
Formule de Young a l’ordre 2 :

Flath) = fla) + dfuht 5 Fulh ) + ol 1],

Recherche d’extrema
On s’intéresse aux fonctions f : IR — IR. On a le théoréeme suivant :

21



Condition suffisante : si df, = 0 et si d*f, est une forme bilinéaire non-
dégénérée et positive (resp. négative), alors f admet un minimum (resp. maxi-
mum) strict en a.

- d?f, non-dégénérée <= d*f,.(h,k) # 0si (h, k) # (0,0).
- d*f, positive <= d*f,.(h,h) >0, Yh € IRP.

Condition nécessaire : si a est un minimum (reps. maximum) local de f, alors
df, = 0 et d*f, est une forme bilinéaire positive (resp. négative).

: _ 32 2 2
Exemple : recherche des extrema de J(x1,x9, x3) = 27 — 2] + 25 + 3.
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Exercices de base — Calcul différentiel

Exercice. Calculer la différentielle des fonctions suivantes

a) fR"—=R" b)fR* =R c) fR™ R
u—u (u,v) = uv (u,v) = u.w
d) f:R? >R e) f R? 5 R £) f: My(R) = M, (R)
(x,y) = yexp(x) (u,v) — cos(uv) A— A?

Exercice. On considére les applications f et g définies par
f R* > R? g :R® = R?
(z,y) = (Py,ay,2y’)  (2,9,2) = (@ +y +z,292)
1. Calculer la matrice jacobienne de [ en a.

2. Calculer la matrice jacobienne de g en f(a).

3. Calculer la matrice jacobienne de (go f) en a.

Exercice. Soit f : R® — R définie par f(x,y,z) = x*y32°. Donner la matrice

Hessienne de f au point (2,—1,1).

Exercice. On considere les applications f et g définies par
[ RP=R g:R* >R
(z,y) = (+y)2e” ¥ (vy) =2t +y' =20z —y)"

Déterminer leurs extrema en précisant la nature de chacun.

Exercice. On munit l’espace des matrices réelles n x n d’une norme matricielle

(i.e. [|Al| = supy, =1 [Az|l, ||| étant une norme sur R™).

1. Montrer que si |[H|| < 1, la matrice Id — H est inversible et

(Id—H)"'=>"H"
k=0

2. Montrer que pour toute matrice inversible A, le groupe GL,(R) des ma-
trices inversibles contient une boule ouverte centrée en A. En déduire que
GL,(R) est un ouvert de M, (R).

3. Montrer que Uapplication f : GL,(R) — GL,(R) définie par f(A) = A™!
est différentiable en Id et calculer sa différentielle.

4. Montrer qu’elle est différentiable en A pour toute matrice A € GL,(R) et
calculer sa différentielle.
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Chapitre 3

Intégration de Lebesgue

La théorie de I'intégration de Lebesgue est une nouvelle méthode d’intégration.
Elle se différencie de I'intégration Riemann sur différents points que nous présenterons
dans ce cours. C’est aussi devenu 1'outil fondamental des probabilités et des sta-
tistiques modernes.

L’intégrale de Riemann se calcule "par rapport a dx”. Ce ”dz” est une notion
de longueur, dans le sens ou (pour a < b)

b
/ ldz = b — a = longueur([a, b]).

L’intégrale de Lebesgue se calcule par rapport a une mesure pu, de sorte que
pour un ensemble A

/ ldp = p(A) = mesure de A.
A

3.1 Tribus et mesures

La mesure de certains ensembles semble difficile a définir. Par exemple, quelle
est la longueur de l'ensemble @Q N [0,1]? La définition de Riemann ne permet
pas de définir la longueur de cette ensemble (le vérifier!), alors que la théorie de
Lebesgue le permettra.

Tous les ensembles pouvant étre mesurés forment une tribu.

Définition 1 (Tribu ou og-algebre). Soit Q@ un espace. On note P(2) l’en-
semble des parties de Q). Un ensemble d’ensembles A C P(Q)) est appelé tribu ou
o-algébre, s’il vérifie les trois propriétés suivantes :

1. ¢ € A (contient [’ensemble vide)
2. Ac A = A° € A (stable par complémentaire)
3. (Ap)nz1 CA = U,>1 Ay € A (stable par union dénombrable).
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Le couple (2, A) est appelé un espace mesurable.

Exercices :
1. Soit A une tribu de 2. Montrer que Q) € A et que A est stable par inter-
section dénombrable.

2. Montrer que les ensembles suivants sont des tribus :
— P(2)
— {A, A% ¢, Q}, quelque soit A C Q.

3. Montrer que si A et B sont des tribus de 2, alors ANB est aussi une tribu
de Q.

Certaines tribus seront plus intéressantes que d’autres. La tribu la plus grossiére
{¢,Q} n'apporte que peu d’intérét puisqu’elle ne définit comme seuls ensembles
mesurables, I’ensemble vide et €2 tout entier. Pour pouvoir définir des ensembles
plus intéressants, on introduit les tribus engendrées.

Définition 2 (Tribu engendrée). Soient Q@ un espace et A C P(2). On ap-
pelle tribu engendrée par A, la plus petite tribu contenant A. On la note o(A).

Exercice. Montrer que o(A) existe quelque soit A.

Nous travaillerons essentiellement sur des espaces topologiques (tels que R?).
Il existe alors une tribu naturelle a considérer, c¢’est la tribu borélienne.

Définition 3. Soit (2, T) un espace topologique. La tribu borélienne B(S2) de cet
espace est la tribu engendrée par les ouverts : B(Q) = o(T).

Exercices :
1. Montrer que B(R) = o(]a,b[;a,b € Q).
2. Montrer que [0;1] N Q € B(R).

On peut montrer (mais c’est difficile) que P(R) # B(R).
Les ensembles dont on pourra définir une mesure forment donc une tribu.
Définissons maintenant une mesure.

Définition 4 (Mesure). Soit (2, A) un ensemble mesurable. On appelle mesure
positive sur (2, A) une application p de A a valeurs dans [0; 00| telle que :

1. u(¢) =0,
2. pour tout A, B € A tels que AN B = ¢, n(AU B) = u(A) + u(B),
3. pour toute suite croissante (Ay)n>1 C A, limy, o0 (An) = p(Up>145).

Le triplet (Q, A, 1) est appelé un espace mesurée.
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Exercices :
1. Montrer que pour tout A, B € A, n(AU B) < u(A) + p(B).

2. Montrer que pour (A,)n>1 C A,

n(U An) <37 u(Ay).

n>1 n>1
3. Montrer que pour (Ap)n>1 C A tels que les A, sont deuz d deuzx disjoints,

p(U An) =D n(An).

n>1 n>1

4. Montrer que p: A card(A) est une mesure.

5. Montrer que p: A card(ANN) est une mesure.

On appelle la mesure de tout l'espace u(2) la masse de p. Une mesure de
masse 1 est une mesure de probabilité (ou simplement une probabilité).

Un mesure tres importante est celle qui correspond a la notion de longueur
sur R, de surface sur R? et de volume sur R3, que nous voulions définir. C’est la
mesure de Lebesgue.

Théoréme 5 (Mesure de Lebesgue). Il existe une unique mesure positive \
sur (R, B(RY)) telle que pour tout a;,b; € R,1 < i <d,

)\(]al, bl[x...x]ad, bdD = Hflzllbz — CL2'|.
Cette mesure est appelée mesure de Lebesgue.

Les mesures permettent de définir des ensembles négligeables, c’est- a -dire de
mesure nulle. On dit alors qu'une propriété est vraie u-presque partout, si elle
est vraie en dehors d'un ensemble de mesure nulle.

Définition 6 (u- presque partout). On dit de deuz fonctions f et g définies
sur un espace (2, A, p) qu’elles sont égales p-presque partout (p-p.p.) si

p{w € Q; f(w) # g(w)}) = 0.

De la méme fagon, on dit d’une suite (f,)n>1 de fonctions qu’elle converge
p-presque partout vers f si

pl{w € Qs fu(w) = f(w)}9) = 0.
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3.2 Fonctions mesurables et intégrale de Lebesgue

Il est possible de définir sur un espace mesuré des fonctions réelles dites me-
surables. Ce sont les fonctions présentant une régularité nécessaire pour pouvoir
étre intégrées.

Définition 7 (Fonction mesurable). Une fonction f : (2, A) — (R, B(R))
est dite mesurable si pour tout B € B(R)
f1(B) e A

Théoréme 8 (Stabilité des fonctions mesurables) :

— Si Q est un espace topologique et A = B(S)), toute fonction continue est
mesurable.

— Si f et g sont deux fonctions mesurables et a € R, alors, f + g, fg, f/g
(sig#0), af sont mesurables.

— Pour (fn)n>1 une suite de fonctions mesurables, sup,, f, inf, f,, liminf, f,
et limsup,, f, sont mesurables.

— La fonction indicatrice de A

{1 stweE A
10w .
0 sinon

est mesurable si et seulement si A € A.

Siai,..,a, €R, Ay, ..., A, € A, alors

n
Z ailAi
i=1

est une fonction mesurable. Toutes les fonctions mesurables qui peuvent s’écrire
ainsi sont appelées les fonctions étagées.
On peut alors définir I'intégrale d’une fonction étagée.

Définition 9 (Intégrale de Lebesgue de fonctions étagées). Soit f = > a;14,
une fonctions étagée sur (Q, A, p). L'intégrale de Lebesgue de f par rapport
a u est alors définie par

[ $@yaut) = [ fin= gammi).

Exercice. L’écriture d’une fonction étagée n’est pas unique. Montrer que cette
définition ne dépend pas du choix de [’écriture. Autrement dit, montrer que si

f = ZailAi = ZbilBia
i=1 i=1
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alors . .
/fdﬂ = Z aipi(4;) = Z bipi(B;).
i=1 i=1
Cette premiere définition simple permet de définir I'intégrale de Lebesgue pour
n’importe quelle fonction mesurable positive grace au théoreme suivant.

Théoréme 10 (Fonctions mesurables positives). Toute fonction mesurable
positive est limite croissante ponctuelle de fonctions étagées positives.

Définition 11 (Intégrale de Lebesgue). Soit f une fonction mesurable posi-
tive sur (2, A, ). Soit (fn)n>1 une suite croissante de fonctions étagées positives
de limite f. Alors, l'intégrale de Lebesgue de [ par rapport a p est définie

par
/fdu = ggrgo/fndu-
Pour une fonction f mesurable quelconque, il existe deux fonctions positives
fT et [~ telles que f = f* — f~. Si /fJr + f7dp < oo (ou de la méme fagon
[1fldun < o00), f est dite u-intégrable et son intégrale est définie par

[ rdu= [ rran— [ f-ap.

Pour A € A, on définit l'intégrale de f par rapport a p sur le domaine A

par
/Afduz /flAdu-

Deux remarques importantes : la définition ne dépend pas de la suite croissante
choisie, et I'intégrale d'une fonction positive peut éventuellement étre égale a +o0.

Théoréme 12 (Linéarité, sous-additivité et croissance de 'intégration).
L7intégrale de Lebesque vérifie Va € R,V f, g p-intégrables,

/af+gdu=a/fdu+/gdu,

’ J15+gldn < [1flan+ [ 1gldn.

De plus, si f < g, alors
[t < [ gdn.

Cette définition reste tres abstraite et difficile & manier. Le lien avec l'intégrale
de Riemann permet d’utiliser toutes les techniques de calculs connues pour 'intégrale
de Riemann.
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Théoréme 13 (Lien avec l’intégrale de Riemann). Soit f = f* — f~ telle
que [T et f~ sont deux fonctions positives Riemann-intégrables. Alors f est \-
intégrable ou Lebesque-intégrable (i.e. intégrable par rapport a la mesure de Le-
besgue). De plus, les intégrales coincident

/ fla)de = / FdA.

Attention, les intégrales de Riemann semi-convergentes ne sont pas Lebesgue-

intégrables! Par exemple f : x +— sﬁ(z) n’est pas Lebesgue-intégrable.

Trois théoremes importants permettent de manier ces intégrales.

Théoréme 14 (Convergence monotone). Soit (f,),>1 une suite croissante
de fonctions mesurables positives convergeant p-p.p. vers f. Alors,

Jin [ fudp = [ fap.

Théoréme 15 (Convergence dominée). Soit (f,)n>1 une suite de fonctions
mesurables convergeant p-p.p. vers [ telle qu’il existe une fonction mesurable g
vérifiant

sup f, < g et /gd,u<oo.

n>1

Alors,
,}grgo/fndu = /fdu-

Théoréme 16 (Lemme de Fatou). Soit (f,),>1 une suite de fonctions mesu-
rables positives. Alors,

/ lim inf f,dj: < lim inf / Fudys,

La théoréme de convergence dominée, utile tel quel, permet aussi d’obtenir
ces deux résultats de continuité et de différentiabilité sous [’intégrale.

Théoréme 17 (Continuité par rapport & un parameétre). Soit f : QxFE —
R telle que

1. pour tout t € E, la fonction w — f(w,t) est mesurable,

2. pour p-presque tout w € Q, la fonction t — f(w,t) est continue en a € F,

3. il existe une fonction g : Q — R intégrable telle que |f(w,t)| < g(w),
pour tout t € E et tout w € ).

Alors la fonction F : t — [ f(w,t)du(w) est continue au point a € E.
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Théoréme 18 (Dérivation par rapport & un parameétre). Soient T un ou-
vert de R et f:Q xT — R telle que

1. pour tout t € T, la fonction w +— f(w,t) est intégrable,

2. pour p-presque tout w € ), la fonction t — f(w,t) est dérivable sur T,
I . _y )

3. il existe une fonction g : Q@ — R intégrable telle que la—{(w,t)\ < g(w),
pour tout t € T' et tout w € Q) tel que %(w, t) existe.

Alors, pour tout t € T, la fonction w %(w,t) est intégrable et la fonction

F:tw [ flw,t)du(w) est dérivable sur T et on a

(1) = [ e tydute).

3.3 Intégrale multiple

Pour une fonction f : £ x FF — R, quelle notion de mesurabilité peut-on
utiliser 7 Quelle tribu peut-on associer a E' x F' a partir de celles de E et F'?

Définition 19 (Tribu produit). Soient (E,&) et (F,F) deux espaces mesu-
rables. On appelle tribu produit et ['on note £ ® G la tribu engendrée par les
ensembles produits {A x B;A€ &, B € F} :

ERG=0{AxB;Ac & BeF}).

Pour une fonction de RP*? on peut alors utiliser la tribu borélienne (i.e.
engendrée par les ouverts de RP™7), ou la tribu produit B(R?) @ B(R?). En fait,
ces deux tribus coincident.

Théoréme 20 (Tribu produit sur R?).
B(R") — B(R”) @ B(RY).

De la méme fagon, il est possible de définir une mesure produit sur un produit
d’espaces mesurés.

Définition 21 (Mesure produit). Soient (E,&,u) et (F,F,v) deuz espaces
mesurés. Alors, il existe une mesure p X v sur (E x F,E ® G) telle que

VAe &, Be F,uxv(AxB)=u(Av(B).
Cette mesure est appelée mesure produit de 1 et v.

Cette mesure est unique lorsque les mesures dont on prend le produit sont des
mesures de probabilité.
Pour la mesure de Lebesgue, on a le résultat suivant.
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Théoréme 22 (Mesure produit de mesures de Lebesgue). La mesure pro-
duit de la mesure de Lebesque de RP et de la mesure de Lebesque de R? est la
mesure de Lebesque sur RPHY,

Une fonction f : RP x R? — R peut alors étre intégrée par rapport a sa
premiere variable, sa seconde variable, ou les deux, dans n’importe quel ordre.
Dans de nombreux cas, lorsque 'on intégre par rapport aux deux variables, la va-
leur de I'intégrale ne change pas. Mais ce n’est pas toujours le cas. Les théoremes
de Tonelli et Fubini donnent des conditions sous lesquels il est possible d’inter-
vertir 'ordre d’intégration.

Théoréme 23 (Tonelli). Soient f : E x F' — R mesurable positive, et
et v deuz mesures sur (E,E) et (F,F) respectivement. Alors,

[rduxv=[ [ fgydu@anty) = [ [ 1@ pavy)au).

Théoréme 24 (Fubini). Soient f : E x F — R mesurable, et p et v deux
mesures sur (E,E) et (F,F) respectivement. Si

/|f|d,u><1/<oo

(i.e. f est u x v-intégrable), alors,

/fduxu—//fxydu Ydv(y //fxydy Ydp(x).

Remarque. La condition [|f|du X v < oo d vérifier peut s’écrire, grice au
théoreme de Tonelli,

| [ 1@ p)ldn@)an(y) < o0 ouencore [ [ |f(z,y)ldv(y)dn(a) < oo

Exercice. En utilisant ces théorémes, donner deuz critéres sur (f,)n>1 pour que

| X fa@yde = % [ fala)d

n>1 n>1
Un théoréme trés utile permet de manipuler I'intégrale de Lebesgue sur RY.

Théoréme 25 (Changement de variable). Soient f : R — R mesurable et
U,V deux ouverts de R? tels qu’il existe un difféomorphisme ® de U sur V. Alors,
si [ est positive ou intégrable

/Vfd/\:/Ufo<1>|J¢|d/\,

ou |Jo| désigne le déterminant de la Jacobienne de ®.

Exercice. Cualculer la Jacobienne de ® : (r,0) — (rcos(f), rsin(0)).
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3.4 Espaces L*

Pour un espace (F, &, 1) mesuré, 'ensemble des fonctions p-intégrables est un
espace vectoriel, que I'on note £!'(E, p). De méme, pour p > 1, on note

LB E ) =1 : E— R [ |fdyu < oo},
Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, on note
L7(B) = (B, 1) = £2(E, &, ).

On peut munir £P(F, u) d’'une semi-norme

151 = ([ 1r1an) "

||.|[, n’est pas une norme sur £ car

[fll, = 0= f=0.

Afin d’obtenir un espace vectoriel normé, on quotiente ’espace LP par la relation
d’équivalence

frg = IIf—9llb=0 < u({f—g#0}) =0
On définit alors 'espace vectoriel normé LP(E, ) par
LP(E, p) = LP(E, p)/ ~ .

C’est I'espace LP ou 'on a remplacé les fonctions par leur classe d’équivalence.
On obtient ainsi un espace vectoriel normé. LP(u) est méme un espace complet
et séparable.

Théoréme 26 (Riesz-Fischer). L’espace LP(E, ) muni de la norme |||, est
un espace de Banach. En particulier, L>(E, ) est un espace de Hilbert pour le
produit scalaire < f,g >= [ fgdpu.

Définition 27 (Convergence quadratique). La notion de convergence dans
L*(E, i) est appelée convergence en moyenne quadratique.

Pour p = 0o, on peut définir les espaces L>°(E, ) par
feL®(E n) < f est mesurable et il existe M tel que u({z; f(z) > M}) =0.
On note alors,
flloe = mf{M > Olu({a: f(x) = M}) = 0}.

L™ est aussi un espace de Banach.
Deux inégalités importantes permettent de comparer les normes des fonctions.
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Théoréme 28 (Inégalité de Cauchy-Schwartz). Soient f,g € L*(E, ), alors

[ Fodu| < ¢ [ 1#12du [ lgl2dn

< frg > < |[fll2llgll2-

autrement dit,

Théoréme 29 (Inégalité de Holder). Soientp,q > 1 tels que %4—% =1, alors,
VfeLllVge L,
1fglls < [[Fllpllgllq-

En particulier, si ; est une mesure de probabilité et p < ¢, alors
LP(E, p) C LY(E, ).

Attention, ce n’est en général pas vrai si ;4 n’est pas une mesure de probabilité.
En particulier, si £ = R?% et ;1 = X est la mesure de Lebesgue, ce n’est pas le cas.

En effet, par exemple, x — H% ¢ L'(R,\) mais x — 14%:): e LA(R,\)!
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Exercices de base — Intégration de Lebesgue

Exercice. Lequel des ensembles suivants est une tribu sur R ?
1. {0,1,2}
2 (R, 1)
3. R

4. {R,0,[0,1]}

5. {R,0,]0,1],] — oo, 0[U]1; co[}.

Exercice. Soit (A;)i>1 une suite d’éléments distincts de la tribu A. Laquelle des
fonctions suivantes est une fonction étagée pour A ?

1. 1314,
2. 41a,na, — 12
8. 30 31y,

452,27y,

Exercice. Soit A\ la mesure de Lebesque sur R. On note f = 41j2 — 512,15
Calculer [ fdA.

Exercice. Soit f =41y et g = —51j34. Calculer [ fddy et [ gdd,.
Exercice. Soit 1 = 61 + d2. On pose f = 1jg1) + 31p4). Calculer [ fdpu.
Exercice. Soit pu = %51 + %52. On pose f = 1y + 31pp4. Calculer [ fdpu.

Exercice. Soit = 16, + £0,. On définit f : R — R telle que Vz € R, f(z) =
Calculer [ fdpu.

Exercice. Soit p = A+ 05 ou A désigne la mesure de Lebesgue. On pose f =
Lo + 31,4y Calculer [ fdpu.

34



ECM 1A

Mathématiques 1

Feuille de travaux dirigés - Intégration de Lebesgue

Exercice 4 :

Soit (R, B(R),6,) ot a est un réel et 6, est la mesure de Dirac en a. Soit f un

fonction mesurable. Calculer
/ fds,.

Exercice 5 :

1. Montrer qu’une combinaison linéaire de mesures est une mesure.

2. Soient (Q, A, u) un espace mesuré et f une fonction étagée positive sur €.
On pose pour tout A € A,

prlA) = [ FLadp

Montrer que jiy est une mesure.
Exercice 6 :

1. Soient (2, A, 1) un espace mesuré et (f,)n>1 une suite de fonctions mesu-
rables convergeant vers une fonction f. Montrer que

/fdu < sup/fndu.
n>1

2. On pose f, = n(l —nx)lg,/m et f = lim, f,. Pour p = X la mesure de
Lebesgue sur Q) =R, calculer

lim inf / Fudys et / fdp.

Exercice 7 (Lemme de Borel-Cantelli) :
Soient (2, A, 1) un espace mesuré et (A,)n>1 C A une suite d’ensembles mesu-

rables telle que
> u(Ay) < oo

n>1

Montrer que u(Ng>1 Upsk Ay) = 0.
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Exercice 8 :
Calculer

n t n
lim (1—) dt.
n—oo 0 n

Exercice 9 :
Soient a,b deux réels positifs. Montrer que

2fe—at 00 1
—dt = —.
/R+ 1 —e bt nz::o (a+bn)?

Exercice 10 (Calcul de lintégrale de Gauss [p+ e dA(t)) :
Pour x € R, on pose

Fz) = /Olwdx(t) et G(x) = (/0 e‘th)\(t)>2.

1+ ¢
1. Montrer que F' et G sont dérivables et calculer leur dérivé.
2. Montrer que la fonction F' 4+ G est constante sur R.
3. Calculer lim,_,, F(x).
4. En déduire [y, e P dA(t).

Exercice * 11 :
Soit (Q, A, 1) un espace mesuré. Soit f : QQ — R une fonction mesurable positive
(sous-entendu pour la tribu borélienne sur R). Pour tout t > 0, on pose

Sy ={w € Q; f(w) >t}

[ rdn= [ p(sa

Indication : Montrer d’abord [’égalité pour f étagée, puis pour toute fonction
mesurable positive en utilisant le théoreme de convergence monotone.

Montrer que

Exercice ** 12 :
Soit (Q, A, 1) un espace mesuré. Soit (f,)n>1 une suite de fonctions mesurables
positives convergeant p — p.p. vers une fonction f. On suppose que

T [ fudye = [ fdp.
Montrer que f, converge vers f dans L*(2, A, 1), i.e.

tim [ |f, — fldp = 0.

n—o0

Indication : On pourra appliquer le lemme de Fatou a une suite g, bien choisie.
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Chapitre 4

Transformée de Fourier

La transformée de Fourier est un outil mathématique utilisé dans des domaines
aussi variés que le traitement du signal, la mécanique des fluides, la physique
théorique ou encore la compression d’images.

Nous présenterons ici les résultats mathématiques importants qui permettent par
la suite d’appréhender plus facilement 1'utilisation de la transformée de Fourier
dans ses divers domaines d’application.

4.1 Transformée de Fourier des fonctions de !

La transformée d’une fonction de L' (IR™) est donnée par la définition suivante.

Définition 1
Soit f une fonction de L!'(IR™), sa transformée de Fourier est la fonction définie
par :

A

FHO =1 = [ J@) e da

ou < x,& > représente le produit scalaire de IR".
On définit également la transformée de Fourier conjuguée par :

FIHEO = [ fw) e m<reda

Pour simplifier les calcul et alléger les notations, nous nous placerons dorénavant
dans IR.
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Théoreme de Riemann-Lebesgue
Soit f une fonction de L'(IR), alors :

a) f est une fonction continue et bornée sur IR.
b) F est un opérateur linéaire continu de L'(/R) dans L*(IR) et I'on a

1 Flloo < 1111

¢) f vérifie

lim f(§)=0

|§|=—+00

La propositon suivante permet d’obtenir des résultats important, en particulier
)
pour la transformée de Fourier inverse.

Proposition 1 A
Soit f et g deux fonctions de L*(IR). Alors f§ et fg sont dans L'(IR) et

[1@ 4@ at = [ f@) g(a) do.

Les propriétés suivantes ont de nombreuses applications en pratique, en particu-
lier celles concernant la dérivation que nous démontrerons en TD.

Propriétés par rapport a la dérivation A
a) Si 2% f(z) est dans L*(IR) pour k = 0,..,n alors f est n fois dérivable et
f®=r ((—QZWl‘)kf(I)) k=1,.,n

b) Si f € C*(IR) N L'(IR) et si f* € L'(IR) pour k = 1,..,n alors

F (1) (&) = 2ime)*f (©).

¢) si f € L'(IR) est & support compact alors f € C®(IR).
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d) sous les hypotheéses du b), on a aussi :

f(f) =0 <|§1|”) lorsque & — +o00.

Propriétés de parité

Si 'on note f, la symétrisée de f, f,(z) = f(—x), et si f € L'(IR),
1) F(f) = F(f)
2) (F(F))g = F(f) = F(fo)

On déduit de ces relations :
— Si f est paire (resp. impaire) alors f est paire (resp. impaire).
— Si f est réelle paire (resp. réelle impaire) alors f est réelle paire (resp.
imaginaire impaire).

Propriétés de translation et dilatation
Si fe L' (R), et a, )€ IR :

1) F(f(x - a)) = e f(g)

2) f(£~a) = F (¥ f(x)

3) (%) =l F(AE)

ThéorAéme d’inversion de la transformée de Fourier
Si f et f sont dans L'(IR) alors :

FFf(t) = f(t)

en tout point ou f est continue.

L’inverse de la transformée de Fourier dans L*(IR) est particulierement simple,
mais son existence est conditionnée a ’appartenance de f a L'(IR), ce qui n’est
évidemment pas vrai pour toutes les fonctions f de L'(IR).

Il existe des situations ou 'on peut savoir seulement a partir de f si sa trans-
formée de Fourier sera dans L!'(IR). On a par exemple la proposition suivante.
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Proposition 2 A
Si f € C*(IR) et si f, f', f” sont dans L'(IR) alors f € L'(IR).

4.2 Transformée de Fourier dans S(IR)

Nous allons introduire dans cette partie 'espace de "prédilection” de la trans-
formée de Fourier pour lequel la définition de 'inverse par exemple ne posera plus
de probleme. Nous commencons par une définition.

Définition 2
Une fonction f : IR — €' est a décroissance rapide si pour tout p € IN, on a

lim |27 f(z)] =0

|x]| =400

Propriétés des fonctions a décroissance rapide
1) Si f € L'(IR) est a décroissance rapide alors f € C*(IR)
2) Si f € C®(IR) et si Vk € IN, f* € LY(IR) alors f est a décroissance
rapide.

Définition 3
On appelle S(IR) I'espace vectoriel des fonctions de IR dans € telles que :
1) feC™(R)

2) f ainsi que toutes ses dérivées sont a décroissance rapide.

Théoréeme 3
L’espace S(IR) est stable par transformation de Fourier, i.e f € S= f € S.

On peut alors énoncer le théoreme principal de cette partie, découlant du précédent.

Théoréme d’inversion dans S(IR)

La transformée de Fourier est une application linéaire bijective et bicontinue sur
S(IR) et 'on a F~! = F, c’est-a-dire :

f&) = [ fla) e mtae
fla) = [ Fe) emrtas
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Egalité de Plancherel Parseval
Soient f,g € S(IR), alors

1)

| £© 3@ds = [ £() ga)da
2)
[1i©ra = [17)Pde

L’espace S(IR) semble donc étre 'espace idéal pour la transformée de Fourier
puisqu’il permet de définir I'inverse sans aucune restriction ou d’appliquer les
formules de dérivation directement.

Malheureusement en physique ou en traitement du signal par exemple, les fonc-
tions sont souvent beaucoup moins régulieres et "moins décroissantes” et par
conséquent n’appartiennent que tres rarement a S(IR).

Par contre elles sont la plupart du temps "d’énergie finie”, ce qui du point de vue
mathématique revient & dire qu’elles appartiennent a 'espace L?(IR). Il faut donc
étendre la transformée de Fourier a cet espace ce qui n’est pas a priori évident
puisque L?(IR) n’est pas inclus dans L'(IR).

C’est encore avec 1'aide de I'espace S(IR) que nous allons apporter une réponse
a ce probleme.

4.3 Transformée de Fourier dans L*(IR)

La construction de la transformée dans L?*(IR) est en partie basée sur le
théoreme suivant.

Théoreme
S(IR) est un sous-espace vectoriel de L?(IR) dense dans L?(IR).

En utilisant ce résultat de densité, la complétion de L*(IR) et des résultats sur le
prolongement des formes linéaires continues, on montre qu’il est possible d’étendre
la transformée de Fourier & I'espace L?(IR). On obtient alors le résultat fonda-
mental suivant.
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Théoreme
La transformation de Fourier F et son inverse F se prolongent en une isométrie

de L*(IR) sur L*(IR) et l'on a :
1) Vf € L*(IR) FFf=FFf = f presque partout.
2) Vf,ge L*(IR) on a f,§ € L*(IR) et

[ 1€ 5@de = [ () gz

3) 11£ll2 = II£l>

4.4 Quelques transformées de Fourier usuelles

On note H(z) la fonction de Heaviside définie par H(z) = 1 six > 0 et 0

sinon.
Soit a € € tel que Re(a) > 0 :

xk 1

e ®H(z) L ——— keN
¢ H@) (a + 2im&)F i1
v “wH(—z) L ! ke N
— € —T
Kl (—a + 2ir)kFHL
2a
—alal T,
c a? + 4mw2¢2
. alel  F —4amé
) S e

Soit a € IR avec a > 0 :

a2 F T a2 .0
e = = eat
a

F  sin2am§
—a.a —
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Exercices de base - Transformée de Fourier

Exercice. Soit H la fonction d’Heaviside définie par :

1 st >0
H(x)_{() si x<0

1. Calculer la transformée de Fourier de H(x)e 2*.

2. En déduire la transformée de Fourier de la fonction f(x) = H(x)x"e %",

Exercice. Calculer la transformée de Fourier de la fonction f définie pour x réel
par :
fla) =a%e"

1

Exercice. Pour x réel, on pose f(z) = e 1l et g(z) = e S

On note h = fx g le produit de convolution de f et g. Calculer la transformée de
Fourier de la fonction h.

Exercice. Soit II la fonction porte définie par :

H(x)_{ 1 si |z| <

0 si |x|>

DO |0 | =

1. Calculer le produit de convolution TI(x) * TI(x).
2. Pour n =2,3,4, calculer 'intégrale :

+OO . n
- / (Sm(m)> i
0 T

. . , — 22
Exercice. Calculer la transformée de Fourier de h(z) = e 2% 127,
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Exercice. Calculer la transformée de Fourier de g(x) = e*=~1#l,

Exercice. Calculer ['intégrale :

J_/-I—oo dt
“Jo 410249

Exercice. 1. Calculer la dérivée de la fonction f(x) = e~ et écrire I'équation
différentielle du ler ordre satisfaite par f.

2. En déduire une équation différentielle satisfaite par la transformée de Fourier
de f notée f(v).

3. Résoudre cette équation différentielle et en déduire la valeur de f(l/) sachant
que [T e ™ dr = 1.

Exercice. Calculer les produits de convolution g, % g, et C, * Cy avec :

1 o2

Ju = e 22 avec u = a,b >0
uy/ 2m
1w

Cu=—== 5 avec u=a,b>0
Tu +x
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ECM 1A

Mathématiques 1
Feuille de travaux dirigés - Transformée de Fourier

Exercice 13 :
Démontrer les formules de dérivation suivantes :

a) Sia*f(x) est dans L'(IR) pour k = 0,..,n alors f est n fois dérivable et
f® = F((=2ime)* f(x))  k=1,.n
b) Si f e C*(IR)NL'(IR) et si f* € L'(IR) pour k =1,..,n alors
F(1%) (©) = @im&)*f(€)

Exercice 14 :
Calculer la transformée de Fourier de la fonction

en utilisant le théoréme des résidus.

Exercice 15 :
Calculer les intégrales suivantes :

/ <sinx>2dx ot / dz
R\ T R (1+22)?

Exercice 16 :
Soit g, () = e~ calculer g, * gy, a et b réels positifs.

Exercice 17 :
Eriste-t-il un élément neutre pour le produit de convolution dans L'(IR) ?
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Chapitre 5

Espaces de Hilbert

Ce cours a pour but de présenter les rudiments de la théorie des espaces de Hil-
bert. Ceux-ci sont les plus simples et les plus importants des espaces vectoriels
normés complets (espaces de Banach). Ils interviennent fortement dans de nom-
breux domaines des Mathématiques (analyse fonctionnelle, analyse numérique,
...) et de la Physique Mathématique (ils servent notamment de base au forma-
lisme de Dirac en Physique Quantique). La théorie trouve sa source dans I’étude
des équations intégrales (Volterra, Fredholm) et a été progressivement élaborée
au cours du premier tiers du XXeme si‘ecle, principalement par Hilbert, Schmidt,
Fréchet, Riesz et von Neumann, lequel donne en 1932 la définition abstraite uti-
lisée aujourd’hui.

Ce document regroupe les résultats principaux de cette présentation axiomatique,
commentés et eventuellement démontrés en cours. Pour des exposés complets on
pourra se reporter aux ouvrages de la bibliographie.

Bibliographie
W. APPEL, Mathématiques pour la Physique, Editions H&K, 2002 .

J-M. BONY, Méthodes mathématiques pour les sciences physiques, Editions de
I’Ecole Polytechnique, 2000.

C. GASQUET et P. WITOMSKI, Analyse de Fourier et applications, Masson,
1990

A. GUICHARDET, Intégration, Analyse hilbertienne, Editions Ellipses, 1989
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J-M. INNOCENT, Compléments d’analyse fonctionnelle et d’intégration, Poly.
du cours 1A 2002 de 'ESM2, Bibliotheque.

W. RUDIN, Analyse réelle et complexe, Masson, 1998.
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5.1 Espaces préhilbertiens

Définitionl
Un produit scalaire sur un espace vectoriel complexe E est une application
(z,y) — (z|y) de E' x E dans C qui vérifie :
L. (x4 2'y) = (zly) + (2'|y) et (Az|y) = M(z|y) pour tous z,z’,y de E et A
de C.
2. (y|z) = (z]y) pour tous z,y de E (symétrie hermitienne)
3. (z]x) > 0 pour tout x de E et (z|x) =0 <= =0

Un espace vectoriel muni d’'un produit scalaire est dit préhilbertien.

Remarques :

En d’autres termes (.|.) est une forme hermitienne définie positive.

La définition implique que (z|y +¥') = (z|y) + (z[y’) mais attention : (z|\y) =
Azly),

On a l'identité dite de polarit’e :

A(xly) = (x +ylr +y) — (r —ylr —y) +i(z +iylz +iy) —i(z — iy|lr — iy)

qui montre que la forme hermitienne (.|.) est enti‘erement determinée par la forme
quadratique associée = +— (z|z).

Dans le cas d’un espace vectoriel réel E un produit scalaire est une forme bi-
linéaire £ x E — R symétrique définie positive.

Au produit scalaire on associe une norme en posant ||z|| = /(z|x).

On connait les deux inégalités cél‘ebres suivantes : pour tout x et tout y de F

|(z]y)| < [|=|] ||y]| Cauchy — Schwarz

llz +yl| <|lz|| + ||y]| Minkowski (inégalité triangulaire)

Exemples fondamentaux d’espaces préhilbertiens :

1. R™ (espace euclidien) et C™ (espace hermitien) avec

T1Y1 + -+ xpy, cas réel
(zly) =4 -
11 + -+ xpY, cas complexe

2. [>(N) est l'espace des suites z = (Z,)nen ‘a valeurs dans C telles que
> |2n]? < +00 muni du produit scalaire
N

(‘T|y) = % Tnln
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En effet |2, 7, = |zn||[yn] < 2 (J2n|? + |yn|?) assure la convergence de cette
derni‘ere s’erie.

3. C([0,1],C, (.|.)) est 'espace des fonctions continues de [0, 1] vers C muni
du produit scalaire

(f19) = [ F(t) g(0) at

4. L*(Q, A, ) est l'espace des (classes de) fonctions de module carré som-
mable sur I'espace mesuré (2, A, ;1) muni du produit scalaire

(fl9) = [ fdn

En effet fg est intégrable car |fg| = |f||g| < 5 (|f]*+ |g]*). La norme
associ’ee ‘a ce produit scalaire n’est autre que la norme || ||z (cf cours
int’egration).

Définition2

On dit que x est orthogonal ‘a y si (z|y) = 0. On note alors x L y.

Si A est une partie non vide de F, 'orthogonal de A est A+ = {z € E,Vy €
A,z L y}. Un r'esultat important est que quel que soit A, At est toujours un
sous-espace vectoriel ferm’e de F.

Les espaces préhilbertiens ont des propriétés qui généralisent celles qu’on connait
bien dans les espaces euclidiens :

Identités remarquables : pour tout = et tout y de E

||z +ylI” =[] + [[yl[* + 2R(zy)

l|lz + yl|*> + ||z — yl|* = 2||z||* + 2||y||? identité du parallélogramme.
][>+ |ly]|? = 2[5 (z + v)|[* + 3|z — y|? identité de la médiane.

Théor‘eme de Pythagore :
v Ly=llz+yll* =]’ +]lyl]
La réciproque est vraie si E est réel, fausse si E est complexe.

Continuité du produit scalaire et de la norme :
L’application (x,y) — (z|y) est continue de E x E vers C.
L’application x + ||z|| est continue de E vers R.
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5.2 Espaces de Hilbert

5.2.1 Définition. Exemples

Définitionl
Un espace de Hilbert ou espace hilbertien est un espace préhilbertien COM-
PLET pour la norme associée au produit scalaire.

Exemples fondamentaux d’espaces hilbertiens :

1. R et C"
2. I*(N)
3. L2, A, )
sont tous des espaces de Hilbert.

Par contre E = C([0,1],C,(.|.)) n’EST PAS un espace de Hilbert, car il n’est pas
complet pour la norme || ||2. En effet la suite (f,,)nen+ de fonctions continues telles

que :
n sio<zx< L
fn(x) = 1 .1 n?
73 siz<x<1

est de Cauchy dans F mais ne converge pas dans F. Sa limite en moyenne qua-

dratique est la fonction f(z) = 273 qui est dans L2([0, 1]) mais n’est pas continue
sur [0, 1].

5.2.2 Projection sur un convexe fermé

Définitionl

Une partie C' d’'un espace vectoriel E est convexe si quand elle contient deux
points elle contient aussi le segment qui les joint :

pour tous z,y de C et t de [0,1], z =tz + (1 —t)y € C.

Une boule est convexe. Une intersection de convexes est convexe.

Théor‘eme 1 : projection sur un convexe fermé
Soit C' un convexe fermé non vide de I'espace de Hilbert H et x € H. Alors il
existe un unique élément z* de C' dont la distance ‘a = est minimum, i.e. tel que :

J— * — 1 —
[l — || = mig[jz — ]|

Il est caractérisé par la propriété suivante :

Vye C Rx—zly—2) <0
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x* est appel’e la projection de x sur C' et noté Pcz.

Remarques :

Le résultat est en défaut si C' n’est pas fermé : considérer une boule ouverte et x
en dehors.

L’application P : H — C contracte les distances : ||2* — y*|| < ||z —y||, donc en
particulier elle est continue.

5.2.3 Projection sur un sous-espace fermé

En pratique le cas le plus important est celui o‘u C' est un sous-espace vectoriel fermé
V de I’ espace de Hilbert H. Un sous-espace vectoriel est toujours convexe, mais
pas toujours ferm’e. On connait cependant deux types de sous-espaces qui sont
forc’ement ferm’es :

— V de dimension finie

— V = A" pour une partie A non vide de H

Théor‘eme 1 : projection orthogonale sur un sous-espace fermé
Soit V' un sous-espace vectoriel fermé de I’espace de Hilbert H et V- son sous-
espace orthogonal. Alors :

1. pour tout © € H sa projection Pyx sur V est 'unique élément zy de V
tel que x — xy soit orthogonal ‘a V.

2. les sous-espaces V etV sont supplémentaires

H=VaoVt

pout tout x € H il existe zy € V et 2. € V* uniques tels que v =
ry+ryLetonaxy = Pyret xyr = Pyix

Remarque :
On a [[z]]* = |lzv[]* + [lzy.|]* et d(z, V) = [Jay]].

Définitionl
Pour A C H on note Vect(A) le sous-espace vectoriel engendré par A, i.e. 'en-
semble des combinaisons linéaires finies des ’el’ements de A :

k
€ Vet(d) <= ==Y N
1

Définition et Théor‘eme 2 : crit‘ere de totalité
On dit qu'une partie A de I'espace de Hilbert H est totale si Vect(A) est dense
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dans H, i.e. si Vect(A) = H.
Pour que A soit totale, il faut et il suffit que A+ soit réduit ‘a {0}.

Remarque :

De facon générale pour toute partie A non vide (A1) = Vect(A).

5.2.4 Dual d’un espace de Hilbert

Théor‘eme de Riesz : dual topologique d’un espace de Hilbert

Soit H un espace de Hilbert. A tout élément y € H on peut faire correspondre
la forme linéaire continue L, définie par L,(z) = (z|y). Réciproquement, étant
donnée une forme linéaire continue L sur H, il existe un et un seul vecteur y, de
H tel que pour tout z € H on ait L(z) = (z]yy).

Remarque :

Ce théor‘eme doit étre rapproché (en tenant compte des conventions différentes au
départ) du formalisme des bras < | et des kets |1 > de la M’ecanique Quantique,
dans lequel l'action de < | sur |[¢) > est aussi le produit scalaire < p[i) >.

5.3 Bases orthonormales

5.3.1 Cas des espaces préhilbertiens

Dans ce paragraphe E est un espace préhilbertien, pas nécessairement com-
plet.

Définitionl

Soit (e, )nen une suite d’él’ements non nuls de F.
1. la suite est dite orthogonale si (e,,|e,) = 0 pour m # n.
2. la suite est dite orthonormale si (e,,]€,) = 0 (Symbole de Kronecker).
3. la suite est dite une base orthonormale ou base hilbertienne de £ si

elle est ‘a la fois une suite orthonormale et une suite totale.

Remarques :

On vérifie facilement qu’une suite orthogonale est libre.

Attention ! une base orthonormale n’est pas (sauf en dimension finie) une base
algébrique (i.e. une partie libre et génératrice).

Exemples fondamentaux :
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1. dans R" (espace euclidien) et C" (espace hermitien) la base canonique est
une base orthonormale.

2. dans lespace de Hilbert [?(N) la suite (e,) avec e, = (0,0,...,0,1,0,...)
o‘u 1 figure au rang n est une base orthonormale.

3. dans espace préhilbertien non complet C([0, 1], C, (.|.)) la suite des expo-
nentielles complexes (€, )nez avec e, (t) = e*™* est une base orthonormale.

Définition 2 et Théor‘eme : séparabilité

On dit que 'espace préhilbertien E est séparable si il contient une suite finie ou
dénombrable qui est totale dans F.

Pour que F poss‘ede une base orthonormale, il faut et il suffit que £ soit séparable.

La preuve repose sur le procédé d’orthogonalisation de Schmidt : étant
donnée une suite (e,) d’éléments de F lin’eairement ind’ependants, on fabrique

une suite orthogonale (e,) ainsi : e[, = e el = e1 — Pye ey =
€y — PV1 €y ...
V., = Vect(eg, €1, ...,e,) et Py, est le projecteur orthogonal sur V,, qui est fermé

car de dimension finie.

Propriété : projection sur un sous-espace de dimension finie
Soit V' un sous-espace de dimension finie k de E et soit (e, ey, ..., e;) une base
orthonormale de V. Alors pour tout x de F on a :

k
1. Pyx =Y wzpe, avec x, = (z|e,)
n=1

k
2. d(w, V) = llz = Pral® = Ifal* = £ fou

Corollaire : inégalité de Bessel
Soit (e,) une suite orthonormale de E. Pour tout  de E on pose x, = (z|ey).

Alors on a :
Y ] <zl

neN

Théor‘eme 2 : caractérisation des bases orthonormales

soit F un espace préhilbertien séparable et soit (e,) une suite orthonormale de
E. On note encore z,, = (z|e,) pour tout = de E. Alors les propri’et’es suivantes
sont ’equivalentes :

1. (ey) est une base orthonormale de E

o0
2. pour tout x de F |z = anen
0
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oo
3. pour tout = de E|||z||* = |2,[*| Parseval
0

4. pour tous z,y de E | (z|y) = > _ 2,7, | Parseval
0

Remarque :

Posons @ : z € F + (x,) € [*(N). ® est linéaire et le théor'eme dit que (e,)
est une base orthonormale si et seulement si ® est une isom’etrie de F dans
[>(N). Mais attention : une isom’etrie est certainement toujours injective, mais
en dimension infinie elle n’est pas forc’ement surjective.

Exemple : on a vu que dans I’espace préhilbertien non complet E = C([0, 1], C, (.|.))
la suite des exponentielles complexes (e,)nez avec e,(t) = e*™ est une base or-
thonormale. L’isom’etrie ® : E — [*(Z) est donn’ee dans ce cas par

for (Fomy = [ ptey e )

® ne peut pas étre surjective ici, parce que E n’est pas complet alors que [*(Z)
’est.

5.3.2 Cas des espaces de Hilbert

Théor‘eme
Soit H un espace de Hilbert séparable complexe. Si dim(H) = n < +oc alors H
est isomorphe ‘a C". Si dim(H) = 400 alors H est isomorphe ‘a (*(N).

Remarque :

L’isomorphisme réciproque est : @' : (z,) € I*? = Y 1,e, € H. Cette série
converge dans H parce que H est complet.

La démonstration s’appuie sur le résultat suivant : soient vy, vy, ... des éléments
orthogonaux deux ‘a deux de l’espace de Hilbert H. Alors

o0 [e.°] o0 o0
> v, converge dans H <= 3 ||v,||> < 400 et dans ce cas || S v,|[* = 3 ||val]?.
0 0 0 0

5.3.3 Applications
Polynémes orthogonaux

Soit . une mesure positive sur R telle que les polynomes soient intégrables
par rapport ‘a u et supposons en outre que la suite des monémes 1,z,..., 2", ...
soit totale dans H = L*(R, u). Alors on peut construire une base orthonormale

de H par le proc’ed’e de Schmidt :
Qo =1
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Q1 =z — (|Qo)Qo

Qi1 = 2" — Py 2" avec V,, = Vect(Qo, Q1 - - ., Q).

puis on normalise en posant P, = @ avec ||Qn||* = Jg |Qn(x)|* du(x)

Qx|

Exemples :

1. si p est concentrée sur un intervalle I borné alors les polynémes sont denses
dans L?(I, uu). Par exemple si p est la mesure de Lebesgue sur I = [—1, +1]
on trouve les polynémes de Legendre.

2. si du(x) = e 2™ dx sur R on obtient les polynomes d’Hermite. Les fonc-
tions f,(r) = e ™ P,(z) sont les fonctions d’Hermite, elles forment
une base hilbertienne de L*(R, \) (X est la mesure de Lebesgue sur R) qui
joue un role important pour la transformation de Fourier dans L?.

3. si du(x) = e *Ig, (z)dx on obtient les polynomes de Laguerre.

Base de Haar

On pose
0 hors de [0, 1]
h(t) = hoo(t) =41 sur [0, %[
—1  sur[$,1]
et h;x(t) = 29/2h(27t — k) J, k € Z.

On peut montrer que ce syst‘eme de Haar est une base hilbertienne de L?(R)

95



Exercices de base — Espaces de Hilbert

Exercice. Soit E un espace de Hilbert. On note < x,y > le produit scalaire réel
et ||z|| la norme.Montrer que les applications suivantes sont continues :

EFExE — R F = R
(r,y) = <zy> 'z — |z

Exercice. Soit E' un espace de Hilbert de dimension n < +o0o. Donner la forme
de n’importe quelle application linéaire continue de E dans R.

Exercice. Soit E un espace de Hilbert de dimension n < +oo et (e, e, ...,€,)
une base de E. On note < x,y > son produit scalaire réel. Montrer que si on écrit
tout élément de E,x = Y. | x;e;, Uapplication v — x; est une forme linéaire
continue. En déduire qu’il existe une famille (fi,...,f,) € E" telle que Yz €
Ex=3",<uzfi>e. Quevaut <e; f; >?

Exercice. Construire une base orthogonale, échelonnée en degrés, ou chaque
lément a son coefficient du terme de plus haut degrés égal a 1, pour [’espace
des polynomes de degrés 3 et le produit scalaire < f,g >= fil fg.

Exercice. Soient E et F deux espaces de Hilbert et A, E — F, une applica-
tion linéaire et continue. Montrer qu’il existe une unique application linéaire et
continue A*, F — E, telle que ¥(z,y) € E X F, < Ax,y >=< z, Ay > et que
JA[| = []A%]].
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Exercice. L’entier n > 0 étant fixé, R™ est muni du produit scalaire euclidien.
On choisit a € R™.

a) Montrer que C' = a + (R1)™ est un conveze fermé non vide.

b) Expliciter la projection de R™ dans C'.

Exercice. On se place dans L*(R muni du produit scalaire < f,g >= [T fg.
On note h = X[0,1/2) — X[1/2,1] 0U Xa est la fonction caractéristique de 2 C R.
V(j, k) € N* x N on définit h;.(x) = 27/2h(2z — k).
a) Dessiner hy ;.
b) Calculer < hjy, hj > pour tout (4,7, k, k') € (N*)? x N

Exercice. Soit E = C([0,1],R) l’espace pré-hilbertien des fonctions continues de
[0,1] dans R, muni du produit scalaire < f g >= [} fg. Pour p >0 et a €]0,1]
fivés, on considére la forme linéaire u : E — R, f s u(f) = [y P f(t)dL.
a) Montrer que u est continue et calculer sa norme.(Indication : On pourra
introduire la fonction ¢(t) = tPxp,q 0U Xa est la fonction caractéristique
de Q C [0,1])
b) Montrer qu’il n’existe pas de fonction g € E telle que u(f) =< f,g > pour
tout f.(Indication : Montrer que si une telle fonction existait ce serait ¢
mais ¢ ¢ E)

¢) Quelle conclusion peut on tirer sur le théoréme de représentation de Riesz ?
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ECM 1A

Mathématiques 1

Feuille de travaux dirigés - Calcul différentiel et Espaces de Hilbert

Exercice 18 :

Soit f,g: U C E — F deux fonctions différentiables en a € E, ou E et F sont
deux espaces vectoriels. Soit < f,qg > le produit scalaire de E. Montrer que la
fonction ¢ =< f,g > est différentiable en a et que

dpa.h =< dfas.h, g(a) > + < f(a),dga.h >

Exercice 19 :
Soit ¢ : IR" — {0} — IR une fonction radiale c’est a dire telle que ¢(x1, ..., z,) =

g(r) avec r = /a3 + ... 4+ 22.

Calculez 22, 229 puis Ag.

) 2
Ox; 833].

Exercice 20 :
On peut prouver que les polynomes L,, définis pour n € IN par
1, d

L,(x) = me @(x e ")

sont (au signe prés) les polynomes de Laguerre.
1) Calculer Lo, Ly, Ly et Ls.
2) Déterminer la valeur de

+o0
m = min / (2% — ax?® — br — ¢)?e “dx
(a,b,c)ER? 0

3) Montrer que pour n > 1 toutes les racines du n-iéme polynome de Laguerre
sont réelles, simples et se trouvent dans l'intervalle ]0, +00].
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Exercice 21 :

Calculer les coefficients de Fourier de la fonction f périodique de période 1 telle

que
T si0<zx<li
flz) = o 2
r—1 sig<x<l1
+ 1
En déduire la somme de la série 3 —.
n=1"7
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TD Exercices supplémentaires

Exercice 1
En utilisant le théoreme des résidus, calculez

j /+oo dx
CJee (224 1)2(22 4+ 4)°

Exercice 11

On note ¢ la fonction telle que, pour tout = de IR, p(x) = m et ¢ la fonction

1

o On veut calculer la transformée de

telle que, pour tout = de IR, ¥(z) =
Fourier ¢ de la fonction .

1) En utilisant les propriétés de la transformation de Fourier par rapport a
la dérivation, montrer que
dp ~
2 (€) = —2n .
1 (O =—2r¢ ()

2) En utilisant le fait que V¢ € IR, 12(5) = me 2"l donnez 'expression de
@(&) pour tout & € IR.

Exercice 111
Calculer I'aire du domaine plan défini par
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